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V zaključni nalogi je predstavljena frekvenčna analiza izbranega dinamskega sistema z 
dvema prostostnima stopnjama. V prvem delu naloge je predstavljena teorija dinamike 
sistemov z več prostostnimi stopnjami, ki omogoča izračun lastnih frekvenc in amplitud 
odziva. Drugi del naloge zajema zapis analitičnih modelov za prosto in vzbujeno nihanje 
obravnavanega sistema, ki smo ju analizirali v programskem okolju Wolfram Mathematica. 
Določili smo vrednosti lastnih frekvenc in potek amplitud odziva v odvisnosti od 
vzbujevalne frekvence. S primerjavo lastnih frekvenc smo pokazali dobro ujemanje med 
modeloma. 
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This thesis presents frequency analysis of given dynamic system with two degrees of 
freedom. In the first part we present the theory for dynamic of systems with multi degrees 
of freedom, which enables us to identify natural frequency of the system and its response 
amplitude. The second part presents analytical models for determination of system response 
with and without excitation force. The calculations were preformed in Wolfram 
Mathematica. We calculated values of natural frequency and and response amplitudes in 
corelation with excitation frequency. We demonstrated good agreement of natural 
frequencies between models. 
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1 Uvod 
1.1 Ozadje problema 
V inženirski praksi si pri snovanju naprav pogosto prizadevamo, da bi dosegli čim nižji nivo 
hrupa in vibracij, pri čemer moramo zagotoviti obratovanje izven resonančnih področij. V 
določenih primerih se srečujemo tudi s problemi, v katerih moramo zagotoviti velike 
amplitude nihanja pri minimalni količini vložene energije (npr. pnevmatska kladiva, 
vibracijska sita, stoji za teptanje podlage), pri čemer je delovanje v resonančnem območju 
zaželeno. V obeh primerih je zelo pomembno poznavanje metod za določitev lastnih 
frekvenc in odziva dinamskih sistemov, ki jih bomo predstavili v okviru zaključne naloge. 
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1.2 Cilji naloge 
Cilj naloge je predstaviti metode frekvenčne analize dinamskih sistemov in jih za primer 
prostega in vzbujenega nihanja implementirati na primeru sistema z dvema prostostnima 
stopnjama. Analitično obravnavo in grafični prikaz rezultatov je potrebno izvesti s pomočjo 
programskega paketa Wolfram Mathematica. 
 
Naloga je sestavljena iz dveh delov. V teoretičnem delu naloge so predstavljene analitične 
metode dinamske analize sistemov z eno in nato še z več prostostnimi stopnjami. V 
praktičnem delu naloge je predstavljen postopek izračuna lastnih frekvenc izbranega sistema 
in določevanja njegovega odziva ob danem harmonskem vzbujanju. Predstavljeni so tudi 
rezultati in njihova razlaga ter možnosti izboljšav postopka računanja.  
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2 Teoretične osnove in pregled literature 
2.1 Nihanja sistemov z eno prostostno stopnjo 
 
2.1.1 Lastna nihanja sistemov z eno prostostno stopnjo 
O lastnih nihanjih govorimo, ko sistemu, zmožnemu nihanja, v nekem trenutku dovedemo 
začetno energijo in ga prepustimo lastnemu nihanju. Začetek gibanja opredelimo z začetnimi 
pogoji, ki vsebujejo podatke o odmiku od ravnovesne lege ter o začetni hitrosti [1]. Za lažjo 
razlago jih razdelimo na lastna dušena in nedušena nihanja. 
 
2.1.1.1 Lastna nedušena nihanja sistemov z eno prostostno stopnjo 
Za pomoč pri razlagi lastnih nedušenih nihanj si bomo pomagali s sliko 2.1. Prikazan je 
mehanski oscilator, ki je sestavljen iz mase m pritrjene na vzmet s togostjo k, ta pa je pritrjena 
na podlago. 
 
Slika 2.1: Mehanski oscilator. 
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Predpostavimo, da je nihanje mogoče le v smeri koordinate x. Ker imamo tako le eno 
prostostno stopnjo, potrebujemo za popis sistema le eno gibalno enačbo. Dobili jo bomo s 
pomočjo II. Newtonovega zakona. 
∑ 𝐹 = 𝑚 ?̈? (2.1) 
𝑚 ?̈? = 𝑘 (𝑥 + 𝑥𝑠𝑡) − 𝑚 𝑔 (2.2) 
 
Pri tem je potrebno poudariti, da sile prednapetja ne bomo upoštevali, zaradi veljavnosti 
enačbe 𝑘 𝑥𝑠𝑡 = 𝑚 𝑔 (prikazano na sliki 2.2). 
 
Slika 2.2: Vpliv prednapetja vzmeti. 
Tako lahko gibalno enačbo zapišemo v obliki: 
𝑚 ?̈? = 𝑘 𝑥. (2.3) 
Gibalno enačbo preuredimo in jo normiramo z maso: 
?̈? +
𝑘
𝑚
 𝑥 = 0. (2.4) 
Izpeljana enačba predstavlja gibalno enačbo nedušenega sistema z eno prostostno stopnjo. 
Na ekvivalenten način lahko enačbo zapišemo tudi v obliki: 
?̈? + 𝜔0
2 𝑥 = 0, (2.5) 
kjer ω0 predstavlja lastno krožno frekvenco. 
 
Dobimo gibalno enačbo, ki je navadna, linearna, homogena diferencialna enačba 2. reda s 
konstantnimi koeficienti. Iščemo funkcijo časa x(t), ki ob podanih začetnih pogojih reši 
enačbo (2.5) [1]. Zato rešitev iščemo v obliki nastavka: 
𝑥(𝑡) = 𝐶 e𝜆 𝑡 . (2.6) 
Nastavek nato vnesemo v gibalno enačbo in dobljen izraz preuredimo in zapišemo: 
𝐶 (𝑚 𝜆2 + 𝑘) e𝜆 𝑡 = 0. (2.7) 
Teoretične osnove in pregled literature 
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Če želimo dobiti netrivialno rešitev, mora biti konstanta C v enačbi (2.7) različna od nič. Iz 
tega lahko izpišemo karakteristično enačbo sistema:  
𝑚 𝜆2 + 𝑘 = 0. (2.8) 
Gre za polinom drugega reda, ki ima par kompleksno-konjugiranih rešitev: 
λ1,2 = ±𝑖 𝜔0. (2.9) 
Rešitve iz enačbe (2.9) lahko imenujemo tudi lastne vrednosti diferencialne enačbe. Splošno 
rešitev gibalne enačbe pa lahko zapišemo z vsoto fundamentalnih rešitev: 
𝑥(𝑡) = 𝐶1 𝑒
𝜆1 𝑡 + 𝐶2 𝑒
𝜆2 𝑡 . (2.10) 
V zgornjo enačbo sedaj vstavimo lastne vrednosti, nato pa v dobljenem izrazu uporabimo še 
Eulerjev izrek. Tako dobimo nastavek za splošno rešitev zapisan v spodnji enačbi: 
𝑥(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔0 𝑡) + 𝐵 sin(𝜔0 𝑡). (2.11) 
V enačbi se pojavita dve konstanti (A in B), ki jih določimo iz podanih začetnih pogojev 
pomika in hitrosti. 
 
 
2.1.1.2 Lastna dušena nihanja sistemov z eno prostostno stopnjo 
 
Pri lastnem dušenem nihanju se mehanska energija ne ohranja, zato se sistem sčasoma 
izniha. Elementarni primer sistema, na katerem lahko preučujemo lastna dušena nihanja, je 
prikazan na sliki 2.3. Poznamo več vrst dušenja, vendar se bomo v sklopu te zaključne naloge 
osredotočili le na viskozno dušenje [2]. 
 
Slika 2.3: Viskozno dušeno nihalo: a) osnovni model; b) sile na prosto telo. 
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Silo, ki jo dušilka povzroča na maso m, lahko določimo s produktom hitrosti in faktorja 
viskoznega dušenja d: 
𝐹𝑑 = 𝑑 ?̇?. (2.12) 
Ob pomoči II. Newtonovega zakona in diagrama prostega telesa zapišemo gibalno enačbo v 
urejeni obliki: 
𝑚 ?̈? + 𝑑 ?̇? + k 𝑥 = 0. (2.13) 
Definiramo nastavek za rešitev, ki je zapisan v spodnji enačbi: 
𝑥(𝑡) = 𝐶 𝑒𝜆 𝑡 . (2.14) 
Nato v gibalno enačbo vstavimo nastavek in njegova prva dva odvoda: 
𝐶 (𝑚 𝜆2 + 𝑑 𝜆 + 𝑘) 𝑒𝜆 𝑡 = 0. (2.15) 
Iz enačbe (2.15) določimo karakteristično enačbo:  
𝑚 𝜆2 + 𝑑 𝜆 + 𝑘 = 0, (2.16) 
katere rešitev lahko zapišemo kot:  
𝜆1,2 = −
𝑑
2 𝑚
±
√𝑑2 − 4 𝑘 𝑚
2 𝑚
= −
𝑑
2 𝑚
± 𝑖 √
𝑘
𝑚
− (
𝑑
2 𝑚
)
2
. (2.17) 
Definirajmo tudi faktor kritičnega dušenja dkr in razmernik dušenja δ. Slednja bomo vstavili 
v enačbo (2.17) in jo s tem poenostavili. 
𝑑𝑘𝑟 = 2 𝑚 √
𝑘
𝑚
= 2 𝑚 𝜔0 (2.18) 
𝛿 =
𝑑
𝑑𝑘𝑟
 (2.19) 
Za lažje razumevanje si zraven zapišimo še spodnjo izpeljavo: 
𝑑
2 𝑚
=
𝑑 𝑑𝑘𝑟
2 𝑚 𝑑𝑘𝑟
=
𝑑 2 𝑚 𝜔0
2 𝑚 𝑑𝑘𝑟
= 𝛿 𝜔0. (2.20) 
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Tako lahko zapišemo poenostavljeno obliko enačbe za rešitev karakteristične enačbe. 
𝜆1,2 = −𝛿 𝜔0 ± 𝑖 𝜔0 √1 − 𝛿2 (2.21) 
 
V nadaljevanju bomo potrebovali tudi lastno dušeno krožno frekvenco, zato jo bomo 
definirali s sledečim izrazom: 
𝜔0𝑑 = 𝜔0 √1 − 𝛿2. (2.22) 
Iz enačbe (2.21) opazimo, da se nam s spreminjanjem vrednosti razmernika dušenja 
spreminja tudi oblika rešitev λ1,2. Definiramo lahko tri območja, ki jih bomo podrobneje 
opisali v nadaljevanju. 
 
 
2.1.2 Vsiljena nihanja sistemov z eno prostostno stopnjo 
O vsiljenih nihanjih govorimo, kadar na nihajoči sistem stalno deluje zunanja sila in s tem v 
sistem prinaša dodatno energijo. Vrste zunanjih sil so v praksi različne in s tem v sistem 
prinašajo dodatno energijo. Ločimo harmonične, periodične, aperiodične in naključne 
zunanje sile. Pomembni izvori zunanjih sil v tehnični praksi so vrteči rotorji z določeno 
neuravnoteženostjo, sila podlage pri vožnji različnih vozil, sila vetra na letalo pri letu itd. 
[1]. V sklopu te zaključne naloge si bomo ogledali primer harmonične motnje. 
 
 
Slika 2.4: Harmonično vzbujeno nihalo: a) osnovni model; b) sile na prosto telo. 
Pri razlagi si bomo pomagali s sliko 2.4, kjer je prikazan elementarni model vzbujenega 
nihala. Masa m je na podlago pritrjena preko dušilke, s faktorjem dušenja d in vzmetjo 
togosti k. Na maso deluje vzbujevalna sila F(t), ki se s časom spreminja po spodnji enačbi. 
S F0 označimo amplitudo vzbujevalne sile, z ω pa vsiljeno krožno frekvenco. 
𝐹(𝑡) = 𝐹0 sin(𝜔 𝑡) (2.31) 
Teoretične osnove in pregled literature 
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Da dobimo gibalno enačbo, ponovno zapišemo II. Newtonov zakon za sile prikazane na skici 
prostega telesa na sliki 2.4b. 
𝑚 ?̈? + 𝑑 ?̇? + 𝑘 𝑥 = 𝐹0 sin(𝜔 𝑡) (2.32) 
Enačba (2.32) ima na desni strani člen, ki ni enak nič, zato se jo obravnava kot nehomogeno 
diferencialno enačbo 2. reda. Njena celotna rešitev je sestavljena iz vsote homogene xh in 
partikularne rešitve xp. 
Homogena rešitev predstavlja rešitev enačbe (2.13), ki smo jo obravnavali v poglavju 
2.1.1.2, kjer smo ugotovili, da se odziv sistema s časom  zmanjšuje proti nič. Zato lahko 
predpostavimo, da ta del rešitve pri preučevanju ustaljenega stanja nima vpliva in ga lahko 
zanemarimo. Tako bomo za rešitev iskali le partikularno rešitev enačbe. 
Potrebno je poudariti, da je v primeru vzbujenega nihanja frekvenca odziva enaka 
vzbujevalni frekvenci. Tako se bomo pri obravnavi teh sistemov osredotočili na določitev 
amplitude s katero se bo odzval sistem. 
Ponovno zapišemo nastavek za rešitev: 
𝑥(𝑡) = 𝑋 sin(𝜔 𝑡 − 𝜑). (2.33) 
S spremenljivko X smo označili amplitudo odziva, ω predstavlja vzbujevalno frekvenco, φ 
pa predstavlja fazni zamik odziva glede na vzbujanje.  
Če nastavek za rešitev vstavimo v gibalno enačbo in upoštevamo ortogonalnost kotnih 
funkcij (cos(𝜔 𝑡 − 𝜑) = sin(𝜔 𝑡 − 𝜑 +
𝜋
2
)), dobimo: 
−𝑚 𝜔2 𝑋 sin(𝜔 𝑡 − 𝜑) + 𝑑 𝜔 𝑋 sin (𝜔 𝑡 − 𝜑 +
𝜋
2
) + 𝑘 𝑋 sin(𝜔 𝑡 − 𝜑)
= 𝐹0 sin(𝜔 𝑡). 
(2.34) 
Vsak člen pred kotno funkcijo v enačbi (2.34) nam predstavlja določeno silo, to so 
vztrajnostna (-m ω2 X), dušilna (d ω X), togostna (k X) in vzbujevalna sila (F0). Prve tri so v 
dinamičnem ravnovesju z vzbujevalno silo. Kot končni rezultat želimo imeti znano 
amplitudo odziva in fazni zamik. Pomagamo si bomo s kazalčnim diagramom 
predstavljenim na sliki 2.5. Iz lastnosti kotnih funkcij opazimo, da sta vztrajnostna sila in 
togostna sila vzporedni ter imata različen predznak. Sila dušenja je pravokotna na njiju. 
 
 
Slika 2.5: Kazalčni diagram. 
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Diagram je prikazan za podresonančno področje (fazni zamik je manjši od π/2) in poljuben 
čas t. Vzbujevalna sila F0 se nahaja pri kotu ω t, amplituda vračajoče sile k X za njo zaostaja 
za kot φ. Zapišemo lahko Pitagorov izrek iz pravokotnega trikotnika, ki ga tvorijo sile in 
dobimo naslednji izraz: 
(𝑘 𝑋 − 𝑚 𝜔2 𝑋)2 + (𝑑 𝜔 𝑋)2 = 𝐹0
2. (2.35) 
Iz enačbe (2.35) izpostavimo amplitudo odziva X in enačbo zapišemo v brezdimenzijski 
obliki: 
𝑋 =
𝐹0
√(𝑘 − 𝑚 𝜔2)2 + (𝑑 𝜔)2
=
𝐹0
𝑘
√(1 − (
𝜔
𝜔0
)
2
)
2
+ (2 𝛿
𝜔
𝜔0
)
2
 . 
(2.36) 
Dobljeno enačbo (2.36) lahko razdelimo na statični faktor X0 in dinamični faktor ß. Le-ta 
nam opredeljuje povečanje oz. zmanjšanje statičnega faktorja v odvisnosti od razmerja med 
vsiljeno in lastno frekvenco. 
𝑋 = 𝑋0 𝛽 =
𝐹0
𝑘
 
1
√(1 − (
𝜔
𝜔0
)
2
)
2
+ (2 𝛿 
𝜔
𝜔0
)
2
 
(2.37) 
Zapišemo še enačbo za fazni zaostanek φ ter njeno brezdimenzijsko obliko. 
tan 𝜑 =
𝑑 𝜔 𝑋
𝑘 𝑋 − 𝑚 𝜔2 𝑋
=
2 𝛿 
𝜔
𝜔0
1 − (
𝜔
𝜔0
)
2 (2.38) 
Sedaj lahko še enkrat zapišemo nastavek za rešitev (2.33), v katerega bomo vstavili enačbi 
(2.37) in (2.38). 
𝑥(𝑡) =
𝐹0
𝑘
 
1
√(1 − (
𝜔
𝜔0
)
2
)
2
+ (2 𝛿 
𝜔
𝜔0
)
2
sin (𝜔 𝑡 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
2 𝛿 
𝜔
𝜔0
1 − (
𝜔
𝜔0
)
2) (2.39) 
Ponovno lahko frekvenčno območje razdelimo v 3 različna področja. Za lažjo predstavo si 
bomo izrisali graf dinamičnega faktorja ß v odvisnosti od razmerja med frekvenco vzbujanja 
in lastno frekvenco. Graf je prikazan na sliki 2.6. Izrisali bomo grafe za podkritično dušenje, 
zato bodo vrednosti razmernika dušenja manjše od 1. 
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Slika 2.6: Dinamični faktor. 
 
2.2 Nihanja sistemov z več prostostnimi stopnjami 
Nihajoči sistemi z več prostostnimi stopnjami (sistemi NPS) potrebujejo za popis 
dinamskega odziva več kot eno prostostno stopnjo.  
Sistemi NSP se  razlikujejo od sistema z eno prostostno stopnjo v tem, da ima N lastnih 
frekvenc ter enako število lastnih oblik. Lastne frekvence in lastne oblike določimo iz 
sistema N medsebojno neodvisnih enačb [1]. 
V tej zaključni nalogi bo predstavljen postopek določitve lastnih frekvenc in odziva sistema  
z dvema prostostnima stopnjama.  
 
2.2.1 Lastna nihanja sistemov z več prostostnimi stopnjami 
Za razlago postopkov reševanja lastnih nihanj sistemov NSP bomo za zgled vzeli preprost 
sistem sestavljen iz dveh mas. Vsaki masi pripišemo svojo koordinato (x1 in x2). Podobno, 
kot pri obravnavi sistema z eno prostostno stopnjo, predpostavimo obravnavo togih teles in 
brezmasnih vzmeti z linearno karakteristiko, dušenje pa zanemarimo. 
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Slika 2.7: NPS sistem: a) osnovni model; b) sile na prosti telesi. 
Na sliki 2.7 je prikazan model sistema NPS ter diagram sil za prosti telesi. Za obravnavani 
sistem lahko zapišemo dve gibalni enačbi. Pri zapisu enačb predpostavimo, da je pomik 
drugega telesa večji od pomika prvega (x2 > x1). 
𝑚1 ?̈?1 + (𝑘1 + 𝑘2) 𝑥1 − 𝑘2 𝑥2 = 0 (2.40) 
𝑚2 ?̈?2 − 𝑘2 𝑥1 + (𝑘2 + 𝑘3) 𝑥2 = 0 (2.41) 
Enačbi sedaj zapišemo v matričnem zapisu: 
[
𝑚11 𝑚12
𝑚21 𝑚22
] {
?̈?1
?̈?2
} + [
𝑘11 𝑘12
𝑘21 𝑘22
] {
𝑥1
𝑥2
} = {
0
0
}. (2.42) 
Ali še na krajše: 
𝐌?̈? + 𝐊𝒙 = 𝟎. (2.43) 
Zapišemo nastavek za rešitev: 
𝒙(𝑡) = 𝑿 sin(𝜔 𝑡). (2.44) 
Nastavek vstavimo v matrični zapis gibalnih enačb (2.43): 
(−𝜔2 𝑴 + 𝑲) 𝑿 sin(𝜔 𝑡) = 𝟎. (2.45) 
Ponovno lahko člen sin(ω t) okrajšamo, saj ta pri poljubnem času ni enak 0. 
Če izraz v oklepaju pomnožimo z inverzno masno matriko M-1, člen ω2 pa zamenjamo z 
simbolom λ, dobimo: 
(𝑨 − 𝜆 𝑰) 𝑿 = 𝟎, (2.46) 
kjer smo s simbolom A označili produkt inverzne masne matrike ter togostne matrike, I pa 
predstavlja enotsko matriko. Ponovno želimo netrivialno rešitev. Zaradi tega mora veljati 
spodnji izraz: 
𝐝𝐞𝐭(𝑨 − 𝝀 𝑰) = 𝟎. (2.47) 
Z razvojem determinante iz enačbe (2.47) dobimo polinom n-te stopnje. Red polinoma je 
enak številu vseh prostostnih stopenj sistema. Iz polinoma nato poiščemo vseh n lastnih 
vrednosti, iz katerih lahko nato določimo lastne frekvence sistema. 
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2.2.2 Vsiljena nihanja sistemov z več prostostnimi stopnjami 
V tem poglavju bomo obravnavali nihanja NPS sistemov pri vzbujanju s harmonično motnjo. 
Pri obravnavi si pomagamo s sliko 2.8. 
 
 
Slika 2.8: NPS sistem z vzbujanjem: a) osnovni model; b) sile na prosti telesi. 
Na sliki smo vzbujevalno silo zapisali z izrazom: 
𝑭(𝒕) = 𝑭𝟎𝟏 sin(𝜔 𝑡), (2.48) 
kjer F01 predstavlja vektor amplitud sile, ω pa vzbujevalno frekvenco. 
Zapišemo gibalne enačbe v matrični obliki, kjer vstavimo vektor vzbujevalne sile na desno 
stran izraza: 
𝐌?̈? + 𝐊𝒙 = 𝑭(𝒕). (2.49) 
Zapišemo nastavek za rešitev: 
{
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
} = {
𝑋1
𝑋2
} sin(𝜔 𝑡) (2.50) 
Nastavek iz (2.50) vstavimo v enačbo (2.49) ter dobljen izraz uredimo in zapišemo: 
𝑫(𝝎) {
𝑋1
𝑋2
} = {
𝐹01
0
} (2.51) 
Masno in togostno matriko smo zapisali v skupno matriko D(ω). Sedaj lahko izračunamo 
amplitudo pomikov na željeni koordinati s pomočjo Cramerjevega pravila. 
𝑋𝑖 =
det(𝑫𝒊(𝝎))
det(𝑫(𝝎))
 (2.52) 
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Pri približevanju frekvence vzbujanja eni od vrednosti lastnih frekvenc začnejo amplitude 
pomikov naraščati v neskončnost. V primeru, da bi sistem vzbujali z eno od lastnih 
frekvenc, bi v teoriji prišlo do neskončnih amplitud pomikov.   
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3 Metodologija raziskave 
V sklopu te zaključne naloge bomo obravnavali sistem prikazan na sliki 3.1. Sestavljen je iz 
dveh členov, ki sta med seboj povezana s kovinskimi ploščicami. Te povezave bomo 
obravnavali kot torzijske vzmeti. V samem članku [3] so definirane tudi vrednosti 
posameznih parametrov sistema. 
 
 
Slika 3.1: Obravnavani model sistema [3]. 
Praktični del je razdeljen v dva dela. V prvem delu bomo poiskali lastne frekvence sistema 
in definirali njihovo odvisnost od spreminjanja velikosti mas in togosti zmeti. V drugem delu 
pa bomo poiskali vrednosti amplitud odziva pri različnih vzbujevalnih frekvencah. 
 
3.1 Izračun lastnih frekvenc 
Pred zapisom enačb postopka reševanja si izrišemo skico obravnavanega problema. Ta je 
prikazana na sliki 3.2. Pri iskanju lastnih frekvenc bomo obravnavali primer lastnega nihanja 
podanega sistema. Ker imajo členi v sistemu tirnico gibanja v obliki krožnice, jih opišemo s 
krožnima koordinatama φ1 in φ2. 
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Slika 3.2: Obravnavani NPS sistem: a) osnovni model; b) momenti na prosti telesi. 
Ob pretvorbi realnega sistema v teoretični model in zapisu enačb smo upoštevali nekaj 
predpostavk: 
 za oba zasuka (φ1 in φ2) predpostavimo, da sta večja od 0, pri čemer je φ2 večji od 
φ1, 
 togost torzijskih vzmeti je konstantna glede na zasuk, 
 vzmeti so brez mase, 
 vsa masa je zbrana v dveh masnih telesih, ki sta togi, 
 vso dušenje v sistemu zanemarimo. 
 
Osnovo za zapis gibalnih enačb predstavlja II. Newtonov zakon za rotacijo (enačbi (3.1) in 
(3.2)). Za prvo masno telo ga zapišemo okoli točke 0, za drugo masno telo pa okoli težišča 
druge mase. 
𝐽01 ?̈?1 = ∑ 𝑀0 (3.1) 
𝐽𝑡2 ?̈?2 = ∑ 𝑀𝑡2 (3.2) 
V enačbi (3.1) in (3.2) zapišemo vse momente, ki delujejo na posamezno telo. Upoštevati je 
potrebno tudi silo Ft, ki nastane v členku na stičišču obeh členov. 
𝐽01 ?̈?1 = ∑ 𝑀0 = −𝑘𝐴  𝜑1 + 𝑘𝐵  (𝜑2 − 𝜑1) + 𝐹𝑡  𝐿1 (3.3) 
𝐽𝑡2 ?̈?2 = ∑ 𝑀𝑡2 = −𝑘𝐵 (𝜑2 − 𝜑1) + 𝐹𝑡
𝐿2
2
 (3.4) 
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Določimo še masna vztrajnostna momenta. Ker je gibalna enačba za drugo koordinato 
postavljena v težišče druge mase, je Jt2 definiran kot težiščni masni vztrajnostni moment. 
Njegova vrednost je podana v tabeli 4.1. Masni vztrajnostni moment v prvi enačbi je 
potrebno izračunati po spodnjem izrazu: 
𝐽01 = 𝐽𝑡1 + 𝑚1 (
𝐿1
2
)
2
. (3.5) 
Definirajmo še silo Ft: 
𝐹𝑡 = 𝑚2 ?̈?𝑡 . (3.6) 
V enačbi se pojavi pospešek pomika yt. Določili ga bomo z dvakratnim odvajanjem enačbe 
pomika (3.7).  
𝑦𝑡 = 𝐿1 sin 𝜑1 +
𝐿2
2
 sin 𝜑2 (3.7) 
?̈?𝑡 = −𝐿1 ?̈?1 −
𝐿2
2
 ?̈?2 (3.8) 
Omeniti je potrebno da smo v enačbi (3.8) upoštevali linearizacijo krožnih koordinat 
Sedaj v enačbo (3.6) vstavimo izraz (3.8) in zapišemo izraz za Ft: 
𝐹𝑡 = 𝑚2 (−𝐿1 ?̈?1 −
𝐿2
2
 ?̈?2). (3.9) 
 
V enačbi (3.3) in (3.4) vstavimo nastavka za rešitev in njuna 2. odvoda. Nastavka za rešitev 
sta podana s sledečima enačbama: 
𝜑1 = 𝜃1 sin(𝜔 𝑡)  in (3.10) 
𝜑2 = 𝜃2 sin(𝜔 𝑡), (3.11) 
kjer smo s θ1 označili amplitudo kota prve koordinate, s θ2 pa amplitudo kota druge 
koordinate. 
Ob upoštevanju nastavkov za rešitev dobljeni enačbi uredimo in zapišemo:  
((−𝜔2 (𝐽0 + 𝑚2 𝐿1
2) + 𝑘𝐴 + 𝑘𝐵) 𝜃1 + (−𝜔
2 𝑚2
𝐿1 𝐿2
2
− 𝑘𝐵) 𝜃2) sin(𝜔 𝑡) = 0 in (3.12) 
((−𝜔2 𝑚2
𝐿1 𝐿2
2
− 𝑘𝐵) 𝜃1 + (−𝜔
2 (𝐽𝑡2 + 𝑚2
𝐿2
2
4
) + 𝑘𝐵) 𝜃2) sin(𝜔 𝑡) = 0. (3.13) 
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Ponovno bomo, zaradi lažjega zapisa, sistem enačb obravnavali v matričnem zapisu: 
−𝜔2 [
𝐽0 + 𝑚2 𝐿1
2 𝑚2
𝐿1 𝐿2
2
𝑚2
𝐿1 𝐿2
2
𝐽𝑡2 + 𝑚2
𝐿2
2
4
] {𝜃} + [
𝑘𝐴 + 𝑘𝐵 −𝑘𝐵
−𝑘𝐵 𝑘𝐵
] {𝜃} = 0, (3.14) 
kar krajše zapišemo v obliki: 
−𝜔2 𝐉 𝜽 + 𝐤 𝜽 = 𝟎. (3.15) 
V enačbi (3.15) smo z J označili matriko masnih vztrajnostnih momentov, s k pa togostno 
matriko. Z leve strani enačbe nato izpostavimo vektor amplitud odziva θ ter enačbo 
pomnožimo z inverzno matriko vztrajnostnih momentov J-1. Člen kvadrata lastnih frekvenc 
ω2 nadomestimo z λ. 
(𝐉−𝟏 𝐤 − 𝜆 𝐈) 𝜽 = 𝟎 (3.16) 
Za izračun lastnih vrednosti je potrebno rešiti enačbo: 
𝐃𝐞𝐭(𝐀) = 𝟎, (3.17) 
kjer z A označimo izraz: 
𝐀 = 𝐉−𝟏 𝐤 − 𝜆 𝐈. (3.18) 
Rešitev enačbe (3.17) predstavljata lastni vrednosti sistema (λ1 in λ2), s katerima s 
korenjenjem izračunamo lastni krožni frekvenci sistema: 
𝜔01 = √𝜆1 in (3.19) 
𝜔02 = √𝜆2. (3.20) 
Za pomoč pri reševanju sistema enačb smo uporabili programski paket Wolfram 
Mathematica, ki nam na podlagi vnesenih parametrov izračuna numerične vrednosti lastnih 
frekvenc sistema. 
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3.2 Izračun amplitude odziva 
V tem poglavju bomo določili odziv sistema na vzbujanje s harmonično motnjo. Pri 
postopku si pomagamo s sliko 3.3, na kateri je predstavljena skica sistema. Na skici je 
dodana sila vzbujanja, ki na sistem deluje v težišču druge mase (m2). Postopek reševanja je 
podoben kot pri iskanju lastnih frekvenc, le da se nam tokrat na desni strani enačbe (3.15) 
pojavi vektor vzbujevalnih sil. 
 
 
Slika 3.3: Obravnavani NPS sistem z vzbujenim nihanjem: a) osnovni model; b) momenti na prosti 
telesi. 
Vektor vzbujevalnih sil definiramo kot: 
𝑭(𝒕) = {
0
𝐹0
} sin(𝜔 𝑡) (3.21) 
in ga namesto vektorja ničel zapišemo na desno stran enačbe (3.15): 
−𝜔2 𝐉 𝜽 + 𝐤 𝜽 = 𝑭(𝒕). (3.22) 
Krajše lahko zgornjo enačbo zapišemo kot: 
𝐀 𝜽 = 𝑭(𝒕), (3.23) 
kjer A predstavlja izraz: 
𝐀 = −𝜔2 𝐉 + 𝐤. (3.24) 
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Neznanko v enačbi predstavlja vektor θ, ki ga izrazimo kot: 
𝜽 = 𝐀−𝟏 𝑭(𝒕). (3.25) 
Vektorsko enačbo rešimo v programskem okolju Wolfram Mathematica, kar nam omogoča 
hiter in natančen preračun ter relativno enostavno razširitev modela za večje število 
prostostnih stopenj.   
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4 Rezultati 
V tem poglavju bomo predstavili številske rezultate, katere smo pridobili z uporabo 
analitičnih modelov. Numerične vrednosti parametrov obravnavanega sistema z dvema 
prostostnima stopnjama smo pridobili v viru [3] in so navedene v tabeli 4.1. 
 
Slika 4.1: Slika podanega sistema z označenimi vhodnimi veličinami. 
Tabela 4.1: Vrednosti posameznih količin. 
Količina Vrednost Enota 
Jt1 15,8 ∙10-6 kg m2 
Jt2 8,3 ∙10-6 kg m2 
m1 0,0741 kg 
m2 0,0543 kg 
L1 0,069 m 
L2 0,0562 m 
kA 21,1 Nm/rad 
kB 13,9 Nm/rad 
F0 1 N 
Rezultati 
21 
4.1 Rezultati izračuna lastnih frekvenc 
Analitični model, s katerim smo izračunali lastne frekvence, je prikazan na sliki 4.2. Prvi del 
programa zajema vnos podatkov in masnih vztrajnostnih momentov. V drugem delu smo 
definirali masno in togostno matriko, neznanko pa predstavlja matrika KR. Z uporabo 
vgrajene funkcije Solve, ki omogoča analitično reševanje sistema algebrajskih enačb, smo 
izračunali lastne vrednosti. Te smo nato korenili in dobili vrednosti lastnih  krožnih frekvenc. 
 
 
Slika 4.2: Program za izračun lastnih frekvenc. 
 
Tabela 4.2: Lastne frekvence sistema. 
Lastne frekvence vrednost [rad/s] 
ω01 176 
ω02 1130 
 
Ker nam dobljene vrednosti predstavljajo resonančne frekvence, pričakujemo da bosta 
amplitudi odziva na tem območju naraščali v neskončnost. 
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4.1.1 Odvisnost lastnih frekvenc od velikosti mas 
 
Z uporabo analitičnega modela predstavljenega v poglavju 4.1 smo raziskali, kako na lastne 
frekvence vplivajo velikosti posameznih mas. Izvedli smo tri preračune, kjer smo vrednost 
mas povečevali. Vsaka nova vrednost mase je predstavljala večkratnik prvotne mase podane 
v tabeli 4.1.  
V prvem preračunu smo povečevali obe masi hkrati. Izračunali smo deset lastnih frekvenc, 
ki so pripadale prvim desetim večkratnikom vrednosti prvotne mase. Odvisnost lastnih 
frekvenc od velikosti mas smo izrisali na grafu, ki je prikazan na sliki 4.3. 
 
 
Slika 4.3: Potek odvisnosti lastnih frekvenc od velikosti prve in druge mase. 
Drugi in tretji preračun smo izvedli z večanjem le ene od mas, med tem ko je vrednost druge 
ostala nespremenjena. Ponovno smo izrisali grava odvisnosti lastnih frekvenc od vrednosti 
mas, ki sta predstavljena na sliki 4.4 in sliki 4.5. 
 
 
Slika 4.4: Potek odvisnosti lastnih frekvenc od velikosti mase m1. 
Rezultati 
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Slika 4.5: Potek odvisnosti lastnih frekvenc od velikosti mase m2. 
 
4.1.2 Odvisnost lastnih frekvenc od togosti vzmeti 
 
Podobno kot v poglavju 4.1.1 smo v tem poglavju opazovali odvisnost lastnih frekvenc od 
spreminjanja togosti vzmeti. Ponovno smo izvedli tri preračune, kjer smo togost povečevali 
(prvih deset večkratnikov prvotnih vrednosti mase). 
V prvem preračunu smo povečevali vrednosti obeh togosti hkrati. Dobili smo odvisnost 
lastnih frekvenc od togosti vzmeti, ki je prikazana na sliki 4.6. 
 
 
Slika 4.6: Potek odvisnosti lastnih frekvenc od togosti prve in druge vzmeti. 
Izrisali pa smo tudi odvisnost lastnih frekvenc od togosti vzmeti, kjer smo povečevali togost 
le ene vzmeti. 
Odvisnost togosti od lastnih frekvenc je prikazana na slikah 4.7 in 4.8. 
Rezultati 
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Slika 4.7: Potek odvisnosti lastnih frekvenc od togosti vzmeti k1. 
 
Slika 4.8: Potek odvisnosti lastnih frekvenc od togosti vzmeti k2. 
 
4.2 Rezultati izračuna amplitud odziva 
Analitični model, s katerim smo si pomagali pri izračunu amplitud kotov, je predstavljen na 
sliki 4.9. Takoj lahko opazimo podobnosti z analitičnim modelom, predstavljenim v 
poglavju 4.1. Prvi del programa zajema vnos podatkov in masnih vztrajnostnih momentov. 
V drugem delu smo definirali masno in togostno matriko ter vektor vzbujevalnih sil. S 
preprostim matričnim množenjem izračunamo potek amplitud odziva, ki so prikazane na 
sliki 4.10.  
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Slika 4.9: Program analize NPS sistema z vzbujenim nihanjem. 
 
 
Slika 4.10: Potek amplitude odziva v odvisnosti od vzbujevalne frekvence. 
 
Na sliki 4.10 opazimo, kako se spreminjajo posamezne amplitude odzivov v odvisnosti od 
frekvence vzbujanja. Opazimo, da se na grafu pojavita vrhova. To se zgodi ravno pri lastnih 
frekvencah (sistem pride v resonanco). 
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5 Diskusija 
 
Izračunane lastne frekvence v poglavju 4.1 lepo sovpadajo z dobljenim potekom amplitud 
odziva. Te na območju lastnih frekvenc začnejo naraščati v neskončnost, kar je v skladu z 
našimi pričakovanji. 
Z inženirskega stališča je realne sisteme vedno smiselno poenostaviti, da si olajšamo 
preračun, vendar le do mere, da so rezultati z željeno točnostjo primerljivi z realnim 
odzivom.  
Z opazovanjem poteka lastne frekvence na sliki 4.3 ugotovimo, da se z večanjem mase obeh 
členov, vrednosti lastnih frekvenc manjšajo. Na sliki 4.4 opazimo, da z večanjem le prve 
mase močno vplivamo na drugo lastno frekvenco. Slika 4.5 pa nam prikazuje, da ima 
spreminjanje vrednosti druge mase velik vpliv na prvo lastno frekvenco. 
Na sliki 4.6 je prikazano, da se z večanjem togosti vzmeti, vrednosti lastnih frekvenc večajo. 
Iz slike 4.7 opazimo, da se pri večanju togosti prve vzmeti, vrednosti lastnih frekvenc 
enakomerno povečujeta. Na sliki 4.8 se pri spreminjanju vrednosti togosti druge vzmeti 
močno poveča vrednost druge lastne frekvence, medtem ko ostane vrednost prve skoraj 
enaka. 
S primerjavo odzivov sistema na slikah 4.10-4.12 ugotovimo, da so poteki amplitud odziva 
v odvisnosti od spremembe mase ali togosti vzmeti praktično enaki. Razlikujejo se le v 
vrednostih vzbujevalnih amplitud, kjer funkciji naraščata v neskončnost. To se zgodi pri 
lastnih oz. resonančnih frekvencah. Odvisnost le-teh od spreminjanja vrednosti mase in 
togosti vzmeti pa smo že opisali zgoraj. 
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6 Zaključki 
V zaključni nalogi sem predstavil teorijo postopkov frekvenčne analize sistemov z več 
prostostnimi stopnjami. Izvedli smo izračun na danem sistemu z dvema prostostnima 
stopnjama, ki je harmonično vzbujen. Določili smo njegove lastne frekvence in amplitude 
odziva. 
1) Predstavili smo teorijo za preračun dinamike sistemov z eno prostostno stopnjo. 
Obravnavali smo lastna (nedušena in dušena) in harmonično vzbujena nihanja.  
2) Predstavili smo teorijo za preračun sistemov z več prostostnimi stopnjami. Obravnavali 
smo lastna nedušena nihanja in harmonično vzbujena nihanja. 
3) Izračunali smo lastne frekvence danega sistema. Pri preračunu smo si pomagali z 
enostavnim analitičnim modelom, ki smo ga zapisali v matematičnem okolju Wolfram 
Mathematica. Analizirali smo tudi vpliv spreminjanja vrednosti mas in togosti vzmeti 
na lastne frekvence. 
4) S pomočjo analitičnega modela, zapisanega v okolju Wolfram Mathematica, smo 
izračunali amplitude odziva pri harmonično vzbujanem sistemu. Prikazali smo 
odvisnost poteka amplitud od spreminjanja vrednosti mas in togosti vzmeti. 
 
V zaključni nalogi smo na enostavnem primeru predstavili postopek določitve lastnih 
frekvenc in odziva sistema z več prostostnimi stopnjami. V rezultatih smo predstavili odziv 
sistema pri prostem in pri vzbujenem nihanju ter vpliv spreminjanja mas in togosti vzmeti 
na lastne frekvence in poteke amplitud odziva. 
 
 
Predlogi za nadaljnje delo 
 
Možnost za nadaljnje delo predstavlja primerjava pridobljenih rezultatov z 
eksperimentalnimi podatki in morebitna nadgradnja trenutnega fizikalnega modela. Vanj bi 
bilo smiselno vključiti dušenje in upoštevati spremenljivo togost vzmeti ter njihovo maso. 
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